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La fonction d'onde et l'6nergie de l'6tat fondamental de l'atome d'h61ium et des ions 
iso61eetroniques sont calcul6es selon un proc6d6 propos6 ant6rieurement [10]. Les 6quations 
int6grodiff6rentielles relatives aux orbitales naturelles (NO) sont r6solues approximativement 
dans une repr6sentation matricielle utilisant les fonctions compl6tes de Laguerre comme base, 
ainsi qu'avee de simples approximations analytlques des NO. On r6ussit & tenir eompte de 
950/o environ de l'6nergie de eorr61ation. La convergence du d6veloppement nagurel est telle 
que les NO dont le norabre quantique principal est plus petit ou 6gal s 4 sont les seules & 
apporter une contribution appreciable & l'6nergie. Les contributions de l'6nergie cin6tique et 
des 6nergies potentielles, d'attraetion nuel6aire st de r6pulsion inter61ectronique k l'6nergie 
de corr61ation sont exarain6es. Une certaine simplification du potentiel de corr61ation aboutit 
s une justification du principe des int6grales inter61ectroniques r6duites. 

Die Wellenfunktion und die Energie des Grundzustandes des Heliumatoms und der mit 
iinn isoelektronischen Ionen wird gemiG einer vom Verfasser vorgeschlagenen Methode [10] 
bereehnet. Dazu 16st man dis Integrodifferentialgleichungen ffir die natiirlichen Einelektronen- 
fnnktionen (NO) naherungsweise in einer Matrixdarstellung unter Benutzung der ,,vollstgn- 
digen Laguerre-Funktionen" als Basis. In dieser Naherung erfaBt man etwa 95~o der Kor- 
relationsenergie. Die natiirliche Entwicklung konvergiert so gut, dab nut die =~0 mit der 
Hauptquantenzahl kleiner oder gMch 4 wesentlich zur Energie beitragen. Die Anteile der 
kinetischen Energie, der potentiellen Einelektronenenergie und der Elektronenwechselwir- 
kungsenergie an der Korrelationsenergie werden untersucht. Ausgehend yon einer bestimmten 
N~herung fiir das KorrelationspotentiM l~gt sieh die ~ethode der reduzierten Weehselwir- 
kungsintegrale rechtfertigen. 

The wave function and the energy of the ground state of the helium atom and the corres- 
ponding isoeleetronic ions are calculated by a procedure recently proposed by the author [10]. 
The integro-differential equations of the natural orbitals (NO) are resolved approxinlatively 
in a matrix representation using the "complete Laguerre functions" as its basis as well as in 
a simple analytical approximation for the NO. The natural expansion converges so rapidly 
that only those NO whose principal quantum number is 4 or less contribute significantly to 
the energy. This method succeeds in accounting for some 95% of the correlation energy. The 
kinetic, potential and interelectronic energy contributions to the correlation energy have been 
examined separately. By simplifying the correlation potential in a certain manner the principle 
of reduced electron interaction integrals is justified. 

Principe de la m~thode 

La fonction d 'onde  de l'6~at fondamenta l  d ' u n  syst6me ~ deux 61ectrons peut  
s'6crire : 

(J,2) = ~ c~ Z~ (l) Z* (2) (t) 
i 
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off les Z~ sont les orbitales naturelles, qui peuvent 6tre obtenues comme solutions 
d 'un systbme d'6quations intdgrodifferentielles [10]. Nous allons rdsoudre ce 
systbme dans le cadre de la ((deuxibme approximation ~) propos6e dans la partie I 
de ce travail  [10]. On d6terminera donc Z1 comme solution de l 'dquation de 
HA~TR~-FOCK (I-8) et les autres Zi a partir  de (I-55). Les coefficients c~ et la 
limite sup6rieure de l'6nergie totale E sont enfin obtenus comme solutions de 
l '6quation seculaire (I-48). Les notations utilis6es sont d6finies dans ]es expressions 
(LS), (I-47) et (L53). 

Pour les 6quations (I-8) et (I-55) nous avons choisi la repr6sentation matricielle 
form6e par les (ffonctions eomplbtes ~) de LAGVEI~RE [9] (voir aussi [6, 7, 22]) comme 
base, mais nous avons aussi fair quelques calculs avec des orbitales analytiques du 
genre orbitales de SLATER. Une troisibme possibilit6 serait l ' int6gration numdriqne 
de H~T]CE]~ [d], recemment g6n6ralis6e par  JtTcYs et coll. [8]. 

Pour ne pas trop eompliquer le calcul nous avons introduit une simplification 
suppl6mentaire qui consiste ~ ndgliger n~ K~ dans l '6quation (I-55). En fair les 
int6grales (ii/ii) ne varient pas beaucoup si l 'on varie considgrablement la fonc- 
tion Zi, contrairement ~ H/~ et en partieulier au terme cin6tique T/~. 

Comme nous l 'avons dgmontr6 [10] on peut se d6barrasser des multiplicateurs 
de Lagrange non-diagonaux en tenant  compte de l 'orthonormalit6 des Z~ d'une 
autre maniSre. Dans la repr6sentation matricielle on peut satisfaire s cette ortho- 
normalit6 de la fagon suivante. Les orbitales (~virtuelles ~) de (I-5) forment n6ces- 
sairement une base or~hogonale s Z1. Nous utilisons donc cette base pour la 
repr6sentation matricielle de l '6quation (I-55). Pour les orbitales plus 61evdes 
nous nous servons toujours comme base des orbitales virtuelles de l 'op6rateur 
pr6c6dent. 

La capacit6 de mdmoire de l 'ordinateur IBM 1620 imposait N = 6 comme 
maximum de la dimension de la base. Celle-ci comprend done les fonctions de 
Eaguerre i s - - 6 s ,  2 p - - 6 p ,  3 d - - 6 d ,  4 / - - 6 [ .  Evidemment  le nombre des 
orbitales naturelles r6sultantes est dgal g celui des orbitales de la base. On d6signe 
les NO par: Z (~ s), Z (2s) . . . . .  Z (6/). Cependant pour l '6quation s6culaire (I-48) 
nous avons choisi comme base seulement les orbitales naturelles dont le nombre 
quantique principal est plus petit  on 6gal ~ 4, ce qui sera justifid dans le chapitre 
suivant. 

Discussion des r6sultats 

Dans le Tab. I les 6nergies obtennes par  notre m6thode ENo sont compardes 
aux 6nergies non-relativistes exactes ENn [19], aux dnergies expdrimentales 
Eex~ [17] et aux 6nergies de HARTREE-FocK E~F [3, 91. On r6ussit s tenir compte 
d'environ 9 2 -  96~o de l'6nergie de corr61ation [14] (voir aussi Tab. 5), l'ex- 
emple le moins favorable 6rant l'ion H- .  I1 est 6vident que les valeurs de l'dnergie 
ENo dans le Tab. ~ ne sont pas encore les meilleurs qu'on puisse obtenir par 
notre m6thode, m~me dans la ((deuxi~me approximation ~). 1Nous n 'avons pas vari6 
les param~tres ~ de la base [9], mais pos6 arbitrairement ~ = Z, ce qui n 'est  pas 
le meilleur choix. Pour He p.ex. en prenant ~ = 2.5 an lieu de ~ -~ 2.0 on diminue 
la diff6rence par  rapport  ~ la valeur exacte de 0.0020 s 0.0016 a.u. 

Pour voir que l'erreur sur la valeur de l'6n6rgie qui est due ~ l'emp]oi de ]a deuxi~me 
~pproximation est tr~s petite, on peut comparer l'6nergie calcul6e dans eette approximation 
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l '6nergie((exacte  )) o b t e n u e  a v e c l a  m ~ m e  base ,  ce t te  derni~re 6 ran t  le r e s u l t a t  d ' u n  caleul  
c lass ique d ' in teI 'ac t ion  de conf igurat ions .  M a l h e u r e u s e m e n t  pou r  N = 6 cet te  6nergie,  m 4 m e  

T a b l e a u  1. Les ~nergies des dtats ]ondamentaux des ions isodlectroniques de He 

Z ~ Esc~ E ~ r ,  E~o E2vR E , ~  E~o - -  E2w 

t 1 H -  - -  0.488 - -  0.5317 - -  0.5245 - -  0.5278 - -  0.5277 0.0033 
2 2 He - -  2.8617 - -  2.9049 - -  2 .90 i7  - -  2.9037 - -  2.9038 0.0020 
2 2.5 He - -  2.8617 - -  2.9055 - -  2.9021 - -  2.9037 - -  2.9038 0.0016 
3 3 Li+ - -  7.2364 - -  7.2798 - -  7.2777 - -  7.2799 - -  7.2804 0.0022 

4 4 Be 2+ - - 1 3 . 6 1 i 3  - - t 3 . 6 5 4 7  - -13 .6532  - - t 3 . 6 5 5 6  - - t 3 . 6 5 7 2  0.0024 
5 5 B a+ - - 2 L 9 8 6 2  - -22 .0296  - -22 .0284  - - 2 2 . 0 3 t 0  - -22 .0357  0.0026 
6 6 C a+ - -32 .3612  - -32 .4044  - -32 .4034  - -32 .4062  - -32 .4171 0.0028 
7 7 N 5+ - -44 .7362  - -44 .7794  - -44 .7786  - -44 .7814  - -44 .8029  0.0028 
8 8 06+ - - 5 9 . 1 t t 2  - - 5 9 A 5 4 3  - - 5 9 . t 5 3 6  - - 5 9 A 5 6 6  - -59 .1939  0.0030 

Z :  charge,  ~:  P a r a m ~ t r e  des fonc t ions  de LAGVE~E [9]. 
EscF: Energ ie  se l f -cons i s tan te  [3, 9]. 
E~ , , t :  Energ ie  calcu]@e & pa r t i r  des  orbi ta les  na ture l les  approch6es  en se s e r v a n t  d ' u n  fo rma l i sme  

de p e r t u r b a t i o n .  
ENo: Energ ie  calcul6e p a r  r6solu t ion  de l ' dqua t ion  s@culaire s pa r t i r  des  conf igura t ions  

na tu re l l e s  approch6es .  
E2v~: Valeurs  exac tes  non- re la t iv i s tes  [19]. 
E~.~: Energ ies  exp6r imen ta le s  [17]. 
T o u t e s  les va leur s  en  uni t6s  a t o m i q u e s  r6dui tes .  

T a b l e a u  2 
Zes orbitales naturelles de He, dont n < 4, comme vecteurs dans le 8ous-espace de Hilbert ]ormd 

par les /onctio~s (completes) de Laguerre (n'  = 1,2 . . . .  6) avec ~ = 2.5 

I s  

0.93585396 
- -0 .32325647  

0A32 i 7030  
- -0 .04440637  

0.01509357 
- -0 .00373286  

2 p  

0.99841025 
0.04162521. 

- - 0 . 02370066  
- -0 .02586980  
- -0 .01460723  

3 d  

0.89375605 
0.42354902 
0.14673653 
0.01658372 

2 s  

0 .351t6169 
0.87068430 

- -0 .33934400  
0.03660630 

- -0 .04558488  
0.00460892 

3 p  

- -0 .02831706  
0 .9 i686884 
0.38429151 
0.07236840 

- -0 .07504967  

4 d  

- -0 .35752448  
0.52074265 
0.6224644i  
0.46207246 

3 s  

- - 0 . 00701708  
0.35742033 
0.9t556895 

- -0 .04365233  
- -0 .09364394  
- -0 .15251775  

4 p  

0.O4710565 
- -0 .25035091  

0.56595358 
0.64570859 
0.44481629 

4 s  

0.02568307 
0.01514669 
0.09883187 
0.87492670 
0.46376305 
0.09361922 

4/ 

0.71715759 
0.58175056 
0.38373361 

pou r  l ' a t o m e  d 'h61ium n ' e s t  pa s  connue ,  m a i s  pou r  N = 4 elle v a u t  - -2 .9012  a.u.  [22] t and i s  
que  la ((deuxi~me a p p r o x i m a t i o n  )) a v e c l a  m ~ m e  base  d o n n e  - -2 .9004  a .u .  La  diff6rence v a u t  
done  0.0008 a.u.  L a  l imi te  radiale  [7] ( fonct ions  8 s e u l e m e n t  dans  l ' i n te rae t ion  de configura-  
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tions) pour N = 6 es~ --2.8789 a.u. ~ comparer avec --2.8784 dans no~re approximation, 
done une diff6rence de 0.0005 ~.u. 

Los _NO, ou plut6t  leurs coefficients duns l 'espaee d6fini par  los fonctions de 
Laguerre,  sont donn6es seulement pour  He avee U = 2.5 (Tab. 2). Los autres 
valeurs peuvent  4tre fournies sur demande.  

Approximation analytiqne des orbitales naturelles 

I1 semble d6sirablc d 'approximer  los orbitales naturelles d 'une  mani6re aussi 
simple que cello propos6e par  Z ~ E ~  [32] et SLATER [24] pour los orbitales atomi- 
ques afin d 'en  mieux eomprendre la signification. De telles approximations 
analyt iques des NO ont d6j~ 6t6 utilisdes d 'une  fagon plus ou moins intuit ive duns 
los ealeuls d ' interaet ion de configurations de plusieurs auteurs [1, 11, 27, 28, 30!. 

Puisque l'6nergie caleul6e avec une simple fonction de Slater diffgre t rop de 
l'6nergie self-consistante de l 'hdlium, nous avons ehoisi une eombinaison lindaire 
de fonetions I s  et 2s de Slater pour  Z (Is)  = ~H~ eomme pour Z (2s): 

i s  (~)  + ~ 28 (~) i = 1,2 (2) Z (is) = el" c2" 

Le resultat  n 'est  pus tr6s sensible aux petites variations des exposants a e t  ft. 
On t rouve cr i = 1.55, fli = 2.245, c I = 1.228018, c~ = --0.023572,/~1 = --2.86163 
au, ~e = fi~ = 1.8, c~ = --1.645329, c~ = 1.8085704. Los orbitales Z (2p) et g (3d) 
sont approxim6es par  de simples fonctions de Slater avee y = 2.5 pour  2p  et 

= 3.5 pour  3d. L'6nergie totale a pour  valour E = - - 2 . 8 9 8 9  au. Si l 'on fair le 
ealcnl d ' in teract ion de configurations avee los m4mes NO caleulges duns la re- 
pr6sentation matricielle du chapitre prdeddent on obtient  E = - - 2 . 8 9 9 2  au. Cot 
accord montre  que los orbitales naturelles sont bien approxim6es par  des fonctions 
du type  Slater. On notera  los facteurs trbs 616v6s duns los exposants.  (Pour 

4 / e  = 5.0 [27]0 

Contributions des orbitales naturelles h l '6nergie et h la fonetion d'onde 

Pour  l '6tat  fondamenta l  de l ' a tome de l'h61ium et des ions iso61ectroniques on 
pout choisir pour  la fonction d 'onde l 'expression (I-41) au lieu de la formula- 
t ion (t) [10]. Los coefficients enz qui interviennent  dans l 'expression (I-41) sont 
donn6s duns le Tab. 3. Ils repr6sentent une sommat ion sur los valeurs possibles 
de m pour  n e t  1 fixes. Si l 'on s'interesse aux coefficients ci ~ Cnlm du d6veloppe- 

1 

ment  (i) on doit divisor en~ par  (2/ + i) E. Los valeurs des coefficients (pour n ~= i) 
diminuent considdrablement quand la charge Z croit. Dans le eas limite d 'une  
charge infinie l ' approximat ion de Har t ree-Fock devient , ,exacte". 

Comme nous avons montrd [10] ]'6nergie de corrdlation pout s'gerire de la 
fagon suivante : 

A E  = 2 c~ (~ lc I k l )  (3) 
k 

Le signe prime signifie k ~: I. La  contr ibution de l 'orbitalc Zk ~ l'6nergie de 
corrglation pout donc gtre ddfinie par :  

AE~ = ck (l/c I/ct) (4) 

Cos contributions sont donn6es duns le Tab. 4, oh on a 6galement fair la somme 
sur los valeurs possible de m pour n et 1 fix6s. On pout approximat ivement  rein- 
placer c / p a r  ni solon (I-53) ce qui donne 

/IE~ ,'-., (lie l ]el)2 / (E i - - E ~ )  (5) 
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Tableau 3. Les coe/ficients du ddveloppement naturel 

H m 

z 1 
He He 
2 2 
2 : 2.5 

t s 0.98216 0.99654! 0.99651 
2 8 --0.15335--0 056781--0.05698 
32 --0008541--0.00581 --0.00599 
48[--0.001571--0.0012t[--0.00t01 
5 s i --0.00100 --0.00058[--0.00051 
6 s i --0.00060 --0.00009 i --0.00023 

2~ -0.t05601-0058041-005646 
a p I-0.01234 I-0.00852 -0.00887 
4p  --0.00346--0.00256 --0.00224 
5p  --0.003001--0.00091[--0.00124 
6 P --0.00080--0.00014--0.00030 

Zi + 
3 
3 

f~e 2+ 

4 
4 

5 
5 

C4+ 

6 
6 

7 
7 

0.99853 
--0.03488 
--0.00395 
--0.00089 
--0.00033 
--0.00003 

0.99919 0.999491 0.99966 0.99975 
--0.02516 --0.01961~--0.015791--0.01352 
--0.00~97j--0.00233-0.00188 0.00163 
--0.00069[--0.000561--0.00049[--0.00042 
-o.ooo22 -0.00017]-0.000131-0.00011 
-0.00002 -0.00001 -o.oooo1~ 0.00001 

--0.039661--0.02988 
--0.006241--0.00483 
--0.00184]-0.00142 
--0.00050[--0.00033 
--0.000041--0.00002 

3d -0.01925i-0.01246-0.01220-0.00884-0.00682 
4d1-000584[-0.0039<-0.00368 -0.00272[-000206 
5~ -0.00300-0.00130-0.00186 -0.00068i-0.00045 
6 d --0.00080--0.00012--0.00037--0.000051--0.00003 

4/--0.00735--0.004801--0.00474 --0.003361--0.00257 
5 ] --0.004001 --0.001691 --0.00236 --0 000901--0 00061 
6 ] I--0.00100]--0.000t71--0,.00046 --0.000071--0.00004 

0 6 § 

8 
8 

0.99981 
--0.01178 
--0.00140 
--0.00036 
--0.00010 
--0.00001 

-0.02384 -0.01964 i -0.01693!-0.01481 
-0.00390 -0.00324-0.00281-0.00  6 
-0.00t1<-0.0009<-0.00082 i-0.00071 
--0.00024]--0.000t8 --0.00016]--0.00013 
--0.00002 i-0.00001 --0.00001 --0.00001 

-ooo5531-0oo465i-0oo4o2 
-0.00165[ -0.001381-0.OOl 18 
--0.000331 --0.00025 ~0.00021 
-0.000021-0.00002! -0.00001 

--0.00208!--0.00175j--0.00150 
--0.000451--0.00035 --0.00029 
--0 00003!--0.00002!--0 00002 

--0.00353 
--0.00103 
--0.00018 
--0.00001 

--0.00132 
--0.00025 
--0.00001 

T~bleau 4 

Les contributions des orb itales naturelles & lYnergie de correlation (4 E -- 6 signifie 4.0 x 10 -s) 

z 

2s  
3 s  
4 s  
5 s  
6a  

2 p  
3 p  
4 p  
5 p  
6 p  

3d  
4 d  
5 d  
6 d  

4 /  
5 /  
6 /  

i l : / -  

1 
1 

0.01879 
0.00043 
0100005 
0.00001 
8 E - - 7  

0.01391 
0.00089 
0.00013 
0.00003 
1 E - - 6  

0.00131 
0.00022 
0.00004 
2 E - - 6  

0.00026 
0.00006 
2 E - - 6  

2 

2,0 

0.01522 
0.00067 
0.00009 
4 E  - - 6  
3 E  - - 8  

0.01943 
0.00157 
0.00016 
5 E - - 6  
8 E - - 8  

0.00218 
0.00026 
0.00001 
6 E  - - 8  

0.00036 
0.00003 
t E - - 7  

2 
2,5 

0.01523 
0.00072 
0.00007 
0.00001 
3 E - - 7  

0.01943 
0.00160 
0.00024 
0.00002 
4 E - - 7  

0.00217 
0.00038 
0.00003 
6 E - - 7  

0.00046 
0.00006 
I H - - 6  

Li + Be 2 + 
3 4 

0.01443 0.0~406 
0.00072 0.00075 
0.00011 0.00011 
2 E - - 6  2 E - - 6  
I E - - 8  5 E - - 9  

0.02092 0.02160 
0.00186 0.00198 
0.00016 0.00015 
3 E - - 6  3 E - - 6  
1 E - - 8  7 E - - 9  

0.00244 0.00257 
0.00025 0.00024 
0.00001 0.0000t 
2 E - - 8  2 E - - 8  

0.00037 0.00037 
0.00001 0 00001 
5 E - - 8  3 E - - 8  

5 
5 

0.01387 
0.00075 
0.000t0 
1 E - - 6  
4 E - - 9  

0.02199 
0.00201 
0.00015 
3 E - - 6  
5 E - - 9  

0.00264 
0.00023 
0.00001 
1 E - - 8  

0.00037 
0.00001 
3 E - - 8  

[ c 4+ 
I 6 

0.01377 
0.00075 
0.00009 
I E - - 6  
3 E - - 9  

0.02213 
0.00202 
0.00014 
2 E - - 6  
4 E - - 9  

0.00269 
0.00022 
4 E - - 6  
I E - - 8  

0.00037 
0.00001 
2 E - - 8  

2y5+ 

7 
7 

0.01356 
0.00075 
0.00009 
I E - - 6  
2 E - - 9  

0.02235 
0.00204 
0.00014 
2 E - - 6  
3 E - - 9  

0.00273 
0.00022 
3 E - - 6  
1 E - - 8  

0.00036 
0.00001 
2 E - - 8  

0 ~+ 

8 
8 

0.01358 
0.00075 
0.00009 
1 E - - 6  
2 E - - 9  

0.02255 
0.00206 
0.00013 
2 E - - 6  
3 E - - 9  

0.00275 
0.00022 
3 E - - 6  
t E - - 8  

0.00036 
0.00001 
2 E  - - 8  

P o u r  les o rb i t a les  na tu re l l e s  ~vcc  n ~ 4 nous  nous  s o m m e s  se rv i  de l ' exp re s s ion  (4) ; 

t a n d i s  que  p o u r  les c o n t r i b u t i o n s  des  N O  plus  614v6cs nous  a v o n s  a pp l i qu6  1s 

f o r m u l a t i o n  a p p r o c h g e  (5). E n  p r e n a n t  l ' exp re s s ion  (5) p o u r  r o u t e s  les N O ,  donc  
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en app l iquan t  le formal isme d ' u n  calcul de p e r t u r b a t i o n  du  deuxi~me ordre  (ce 
qui ne fourni t  pas  une l imite  supdrieure s l '6nergie) on ob t ien t  pour  l '~nergie 
to t a l e  les r6sul ta ts  f igurant  dans  la colonne E~oert du t a b l e a u  I .  Pou r  0 6+, N ~+ et  
C 4+ oh les ci sont  assez pe t i t s  Epert n 'es t  pas  trgs diff6rent de E~o calcul5 ~ pa r t i r  
de (1); aussi  res te - t -on  an dessus de l 'gnergie exac te  non-rgla t iv is te .  Pour  Li  + Epert 
est (par  hasard)  6gal ~ E~n et  pour  He et H -  on d@asse  l a rgement  l '6nergie exacte .  

Dans  le t ab l eau  (4) on voi t  que A E  (2s) diminue  et  A E  (2p) augmen te  quand  Z 
eroit ,  t and i s  que les cont r ibu t ions  des au t res  ~ 0  ne var ien t  pas  beaueoup.  

La comparMson des calculs de He avec ~ = 2.0 et ~ = 2.5 est assez int~ressante. Si l'on 
va de ~] = 2.0 ~ V = 2.5 on ne change pas les contributions des orbitales 2s, 2p et 3d, tandis 
que celles de 4p, 4d, 4] sont consid6rablement am61iorges. Ces orbitales-ci seront sans doute 
encore mieux repr6sent6es avee un V encore plus 61ev6 - -  puisqu'on peut les approximer par 
des fonction de S L i T ~  avee V ~ 4 s 5 - -  mais alors on risque de repr6senter moins bien les 
orbitales naturelles avee n < 4, si l 'on n'augmente pas en mgme temps la dimension de la 
base [9]. Cependant il semble pen probable qu'une augmentation importante de la base puisse 
augmenter les contributions des orbitales naturelles avee n _> 6 de telle fa~on qu'elles ne 
soient plus n6gligeables. 

Les orbitMes nature l les  
densi tg  du  p remier  ordre  

(~faiblement occupies  ~ en t ren t  dans  la mat r i ce  de 

P~ = 2 ~ c~ Zt ( i)  Z: ( l ' )  (6) 
i 

avec le fae teur  c~2; done pour  ealeuler  P i  (et routes  les valeurs  moyennes  des 
opdra teurs  monodlectroniques)  ~ une prdcision de t0  -6 il suffit de ten i r  compte  des 
N O  avec n _< 4. Pour  avo i r  la fonct ion el le-mgme ou bien la mat r i ce  de densitd 
du  deuxibme ordre  (voir [10]) o~ in t e rv iennen t  des te rmes  l indaires en c/, ~ la 
m8me prdcis ion on doi t  p rendre  au moins  n = 6. 

Les fonctions (t) calculdes comme fl est indiqu6 iei ne verifient pas tout ~ fair le th6orbine 
du viriel, contrairement aux fonctions NCF et aux fonctions exactes. Cela est probablement 
dfi au fair que Zi dans le dev61oppement (1) n'est pas identiqne ~ l'orbitale SCE et que Zi (t) 
Zi (2) ne doit pas v6rifier le th6orbme du viriel [10]. En tout cas on peut satisfaire an th6orbme 
du viriel pour la fonction totale (mais non pour gi (1) Z~ (2)) en multipliant ~/par un facteur 
d'echelle ~t [13], donn6 par 

r 1' = U/2 T (7) 

oh U d6signe l'4nergie 61ectrostatique totale et T l'6nergie cin6tique. La valeur de U' varie de 
1.00004 ((06+) & t.0007 (He). Un tel faeteur change l'6nergie totale par un faeteur de l'ordre 
de grandeur t0 -s ;  il ne rant  done pas la peine d'en tenir compte. 

Contribution des termes  d'~nergie cin~tique 
et d '~nergie potent iel le  ~ l '~nergie de correlat ion 

A pa r t i r  de la fonct ion (1) on peu t  calculer  les valeurs  moyennes  de l ' op6ra teur  
d '6nergie  cin6tique T, du po ten t ie l  d ' a t t r a c t i o n  nucl6aire V et  du  po ten t ie l  de 
rdpuls ion in terd lec t ronique  I .  Si l ' on  a d m e t  que Z1 est ~gal ~ l ' o rb i t a l e  S C F  on 
peu t  r e t r ancher  les valeurs  S C F  pour  T, V et  I e t  on ob t ien t  les cont r ibu t ions  

l '6nergie de eorr6lat ion:  

A T  = ( l - - c ~ )  T 1 + ~, '  ~ Tf (8) 
i 

A v = (l - ~)  Vl + Y' ~ v/ (9) 
i 
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r i i#] 

A E =  A T  + AV + A I  (11) 

Les T~ et  V~ sen t  dgfinis pa r  

Ti = 2 (;/~, TZd, Vi = 2 (Zi, V;/d (12) 

Dans  l ' express ion (10) le t roisi~me te rme est p r6ponderan t ,  les t rois  au t res  te rmes  
sont  tr6s petRs et  se eompensent  mgme en par t ie .  On 6erira done:  

A1  = 2 F,' c~ ( t i  l i i )  + r ,  r <  A I  (13) 
i 

Tableau 5 
Les contributions de l'gnergie cindtique (A T), du potentiel du coeur (A V) et du potentiel inter- 

glectronique (A I) ~ l'dnergie de corrdlation (A E) 

I II- 

22.  He 
3 Li+ 
4 Be 2+ 
5 B 8+ 
6 C 4+ 
7 h T~+ 
8 0 6+ 

A T  

0.0366 
0.0400 
0.0404 
0.0413 
0.04t9 
0.0421 
0.0422 
0.0424 
0.0424 

- - A V  

0.0086 
0.0040 
0.0038 
0.0027 
0.0020 
0.0016 
0.0018 
0.0014 
0.0010 

0.0647 
0.0760 
0.077t 
0.0799 
0.0817 
0.0827 
0.0827 
0.0835 
0.0840 

0.0366 
0.0400 
0.0404 
0.0413 
0.04~9 
0.0422 
0.0422 
0.0424 
0.0424 

A E~l~o~: dnergie de corrdlation calculde ici. 
A E ~ t :  dt. calculd ~ s des dnergies non-relativistes de PnKn~IS [19]. 

A E . . . .  

0.0399 
0.0420 
0.0420 
0.0435 
0.0443 
0.0448 
0.0450 
0.0452 
0.0454 

Si l ' on  appl ique  le th6or6me 
obtien~ A T = - - d E  ca qui  abou t i t  eompte  t enu  de la re la t ion  (3) g: 

A V  = - -  r ~ o  (t4) 

A I  N - -  2 A E  (15) 

A T N _  (1/2) A1 (i6)  

du vir iel  ~ la fonct ion exaete  et ~ la fonet ion S C F  on 

La  con t r ibu t ion  A V e s t  trgs pe t i t e  comparde ~ la va leur  absolue de AE.  L ' in tggrMe 
d ' i n t e r ae t ion  in terd lec t ronique  est diminu6e de deux fois l 'dnergie de eorrglat ion,  
la moit id de eet te  d iminu t ion  est eompens6e pa r  l ' a u g m e n t a t i o n  de l '~nergie 
e in&ique.  Cela est une rggle assez gdndrale qui  est  due essent ie l lement  au f a r  que 
l '~nergie de eorr61ation peu t  &re  eonsid6r6e eomme une p e r t u r b a t i o n  de deuxi~me 
ordre [5, 10]. Les r6sul ta ts  du  ea!eul numgrique  pour  A T, A V, A I se t r ouven t  
dans  le Tab.  5. Pore '  H - , A V  est  les 8% de A I ,  pour  0 6+ 1%. On peu t  ddfinir 
les (~faeteurs de eorr61ation )) : 

/~ ,=  T / T ,  = E / E , , / v =  V / V ~ N l , / x = [ ( i t [ l l ) §  (t7) 

La  va leur  de /1  s'@a:cte eons id@ablement  de I e t  s ' expr ime  a p p r o x i m a t i v e m e n t  en 
fonct ion  de Z par  : 

/~ = r - -  ( 0 . 1 3 7 / Z ) -  (0.026/Z ~) (t8) 

Theoret. claim. Acta (Be:L), Bd. 1 24 
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Pour He co faeteur v a u t / I  = 0.925, tandis que /T = 1.014, /v = 1.0006. Avec ces 
facteurs de eorr61ation l'dnergie s'6crit : 

E = /T" T 1 @ / v "  Vl 4 - / i ,  (ill t l )  (t9) 

Le potentiel de correlation et la m~thode des int~grales inter~lectroniques r~duites 

L'orbitale ((fortement occup6e )) Z: que nous avons jusqu'ici approxim6e par 
l 'orbitale de }[ARTtCEE-FOCK qZHF eat plus exactement [10] solution de l '6quation (20) 
off C d6signe lc potentiel de corrdlation [10] ddfini par (2i). 

(H @ j1  4- C) Z1 = ~11 Z1 (20) 

c (1) = F '  c~K~ (i) (21) 
k 

Pour calculer la fonction d'onde dans le cadre de la troisi~me approximation [10J 
il faut calculer C aelon (2i) en se servant des Z /de  la deuxi~me approximation et 
recalculer Z: selon (20) et ainsi de suite. 

Au lieu de calculer C de cette fa~omls on peut - -  puisque C est une petite 
perturbation, eomparde ~ H § j :  __ essayer de l 'estimer d'une manigre semi- 
th6orique. SLATE:% p.ex. a propos6 d 'approximer le potential de eorr6lation de 
mgme clue le potentiel d'6change par des simples potentiels 61ectrostatiques [25, 
26]. MIT:~ER [16] s'est servi d 'un potentiel statistique pour calculer l'6nergie de 
eorrdlation de l 'a tome He. 

La fa~on la plus simple de tenir compte du potentiel de eorrdlation eonsiste 
admettre  que celui-ci est proportionel au potentiel eoulombien j : .  (A noter que 
[10, 20] j :  Zl = / l~l  Z1) .  On pose done : 

C ~ (l--/c). J: (22) 

(H §  J : )  Z: = ~:1 Z1 (23) 

Puisque l'6nergie de corr6lation AE eat donn6e par (24) [10], on obtient pour 
l'6nergie totale l 'expression (25). 

AE = (Z:, C Z:) (24) 

E = EHF 4- AE = 2 HI~ +/~"  (11] t l )  (25) 

Bien qu'on se trouve dans le cadre d'une approximation un peu pouss6e, on 
constate que ce]le-ci est consistante, dans le sens que l 'une de deux 6quations 
fondamentales (23) peut-etre ddduite de l 'autre (25) en minimisant par  rapport  
s Z1 et r egardan t /c  comme une constante. On volt aisdment qu'on pcut obtenir 
le systgme (23), (25) ~ partir  des 6quations de la thgorie self-consistante, si dana 
cellea-ci on remplace formellement lea int6grales bi61ectronique par ]eurs valeurs 
originales multiplides par /c. Ce principe des intdgrales biglectroniques r6duites, 
dont on vient de donner une justification a jou6 nn rS]e important  darts les tenta- 
tions d'introduction de la corrdlation dana les mdthodes semi-empiriques [18]. 

Si l 'on eonnait E, ESC F et  (11 t 11) on peut d6terminer/c. Pour la serie isoglec- 
troniques des ions ~ denx 61ectrons on peut l 'exprimer en fonction de la charge Z : 

/c = 1 - -  0 .074/Z--  0.0t5/Z 2 (26) 
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E v i d e m m e n t  le f a c t e u r / c ,  d6fini pa r  (25) n ' es t  pas  s confondre avec /~ ,  d6fini 
pa r  (i8),  p u i s q u e / c  d iminue  ( l i  I l i )  seulement  d 'une  fois l '6nergie de corr61ation, 
t and i s  que ]x le d iminue  de deux lois A E .  

Le fair  que Z~, darts ce t te  a p p r o x i m a t i o n  r6snlte d ' un  t r a i t e m e n t  va r ia t ionne l  
sur  l '6nergie nous pe rme t  d '6 tab l i r  un  analogue du  th6or6me du vir iel  [13]. On 
ob t i en t  : 

T 1 = - -  E,  V 1 = 2 E (27) 

Ici  E est l '6nergie exacte  et  non l '~nergie E,~CF qui in te rv ien t  dans  le thdor~me 
du vir ie l  pour  ~o~F. Not re  ((thdor~me du viriel  )) est  seulement  va lable  si l ' on  p a r t  
du  pos tu la t  (22). Pour  la fonct ion correcte Z~ la va leur  de E g in t rodui re  dans (36) 
serai t  in te rmddia i re  entre  la va leur  exacte  E et  E s c r .  

Prenons,  pour  i l lus t rer  l 'effet  du  poten t ie l  de corrdlation,  un exemple  tr~s 
simplifi6. On va  app rox imer  Zl de l '6 ta t  fondamen ta l  de l ' a tome  He pa r  une 
fonet ion i s  de Sla ter  don t  le p a r a m e t r e  c~ est var iable .  L a  va leur  <(semi-empirique )) 
d e / c  v a u t  0.959 en accord avec (26). 

E = ~ - -  4 ~ + (5/8) ~./~ (28) 

~E _ 2 5 
dc~ ~x - -  ~ /c = 0 (29) 

cr = ~.7005, E = - -  2 . 8 9 i i  (30) 

L ' a u g m e n t a t i o n  de a pa r  r a p p o r t  ~ la va leur  classique (1.6875) correspond au 
fair  que la corr5lat ion d iminue  l 'dcran.  L 'gnergie  classique (en posan t  ]c = t dans  
(28), (29)) v a u t  - -2 .8477,  la difference A E  = 0.0434 a.u. est  tr~s voisine de la 
bonne  ~nergie de correla t ion - -  r~sul ta t  6v idemment  dfi au fair  qu 'on  s 'es t  servi 
de la va leur  exacte  de z lE  pour  ca lcu le r /c .  

Les formules  pour  les intdgrales sur  les fonctions de Laguer re  aussi  bien que la 
p r o g r a m m a t i o n  des calculs ont  6tg discutges an t6r ieurement  [9]. 

L'auteur a h~n~fic[6 d'une bourse de reeherches de I'OTAN qui lui a ~t4 accordge par 
l'interm6diaire de ((Deutscher Akademischer Austauschdienst)>. M. G~sTo_~ Bnn~mE~, 
Maitre de reeherehes au CNRS a pris nn grand int6rgt 5~ ce travail et y a beaucoup eontribu6. 
Qu'fl soit remercig cordialement. 
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